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Maths
Durée 1h30

DS4 Samedi 4 Mai 2024
Calculatrice autorisée en mode examen

Exercice 1 [4 points] Q.C.M.

Pour chaque question, indiquer sans justification la bonne réponse :

NOM :

Professeur :

question A B C D réponse
2250 % @5 calcul ,
T o~ea . . 1 e e
(e?)04 impossible 1!
l+e4+e®+-+e0 | (14 x101 2650 1 — 100 1 _ pl01
est égal a ... 2 T_o T
Vx ER, f(x) = e 1
f(x) = f( ) e~ —e* | —e7*! (—x+ De™™
ABC équilatéral
2 2 2 2
tel que AB = a, alors : v a _a V3 a3

BA-AC = ...

Exercice 2 [8 points]

Pour tout réel x, on pose f(x) = x3 — x? — 4x + 1, on note C sa courbe représentative
dans un repere du plan et pour tout réel a, on note T, la tangente a C en a.

1. Calculer f'(x).

2. Montrer que T, coupe I'axe des ordonnées en un point d’ordonnée : —2a3 + a? + 1.
3. a. Déterminer les réels b, ¢, d tels que, pour tout réel x :

—2x34+x2+1=(x—1Dbx*+cx+d)

b. On admet dans cette questionque b = —2,c = —1etd = —1.
Résoudre dans R I'équation : —2x3 +x2 +1 = 0.
4. Justifier qu’il existe un seul point E de C en lequel la tangente a C passe par |'origine du

repere.

Préciser les coordonnées de E, le placer sur la figure et tracer la tangentea C en E :

N\

Ay

(figure a compléter)




Exercice 3 [8 points]

La suite (u,) est définie par uy, = 1 et pour tout n entier naturel :
15

U, +2

Up41 =
On admet que la suite (u,) est bien définie.
1. Calculer u, et u, : la suite (u,,) est-elle arithmétique, géométrique, ni l'un ni I'autre ?
2. Pour tout n entier naturel on admet que u,, # —5 et on pose :
U, — 3
N U, +5

Un

a. Montrer que la suite (v,,) est géométrique, préciser sa raison et son premier terme.
b. Exprimer v, en fonction de n.

3. Soitn € N, on admet que v,, # 1, montrer que :

_ 345,
¥n = 1-v,

En déduire u,, en fonction de n.

BONUS [1 point]
Une unité de distance étant choisie on considére deux vecteurs i et U .
Démontrer que :

«U L vsietseulementsi || u+ 7| = ||[u— V| »



Corrigé thiaude
Exercice 1 Q.C.M.

question A B C D réponse
e250 x g5 calcul
- — ... 1 2 D
(e2)64 impossible !!! ¢
1+e+e?+-+e100 (1+ e x 101 9650 1 —el00 1—el01 b
est égal a ... 2 1—e 1—e
v E R —_ —-x+1
TreR = | e (x+Der | C
ABC équilatéral,
2 2 2 2
tel que AB = a, alors : & @ _a V3 a*V3 A
BA-AC = .- 2 2 2 2

Justifications (non demandées)

1

250 250X5
6250 X 65 e 2 X 65 6125 X 65 6125+5 6130
° = = = = = 6130_128 = eZ
(62)64 eZX64— 6128 6128 6128

el +e+e?+ -+ el% estla somme des premiers termes d’une suite géométrique de
premier terme 1 et de raison e donc, d’apres la formule du cours :
1 — l00+1 1 _ pl01
l+e+e’+--+el=1x =
1—e 1—e
° (eax+b)l = ae®™*P donc (e—x+1)l = —le *tl = _eg—xt1
«BA-AC = (—ﬁ) . AC = —AB - A_C), or d’apres la formule du produit scalaire dans un

triangle ona:

2

N a
AB-AC=§[ABZ+ACZ—BCZ]=§[a2+a2—a2] =§a2 =7
2

donc: BA - AC = — a?. (autres méthodes possibles)

Exercice 2
VXER, f(x) = x3 — x> —4x+1,T, latangentea Cen a

1. Calculer f'(x).
Vx ER, f'(x) =3x*—2x— 4
2. Montrer que T, coupe I’axe des ordonnées en un point d’ordonnée : —2a3 +a® + 1.
La tangente T, admet pour équation:y = f'(a)(x — a) + f(a) (cours)
c'est-a-dire:y = f'(a)x — af'(a) + f(a), 'ordonnée a 'origine de T, est donc :
—af'(a) + f(a), or:
fl@)—af'(a) =a®—a?—4a+1-a(3a®—2a—4)
=a’—-a’—-4a+1-3a®>+2a*+4a=-2a>+a*+1
La droite T, coupe I'axe des ordonnées en un point d’ordonnée : —2a3 +a® + 1.




3. a. Déterminer les réels b, c, d tels que, pour tout réel x :
—2x3+x2+1=(x—1)(bx*+cx+d)

En raisonnant sur le terme de plus haut degré, ona: b = —2 et en raisonnant sur le
terme constant: 1 = —d autrementditd = —1.
On doit donc avoir, pour tout réel x : —2x3 + x? + 1 = (x — 1)(—2x% + cx — 1).
Le terme en x du membre de gauche est 0x et celui du membre de droit: (—1 — ¢)x
donc: —1 — ¢ = 0, autrement dit: c = —1, finalement: b= —-2,c = —1etd = —1.
Autre méthode
Développer (x — 1)(bx? + cx + d) puis par identification on obtient un systéme de
trois équations a trois inconnues b, ¢, d a résoudre.

b. On admet dans cette questionque b = -2, ¢c = —1etd = —1.
Résoudre dans R 'équation: —2x3 + x2 + 1 = 0.
D’aprés la question précédente, I'équation —2x3 + x2 + 1 = 0 s’écrit :
x—1D(-2x>-x-1)=0x—-1=00u—2x>—-x—-1=0
ex—1=0ox=1
e le discriminantde: =2x%2 —x — lest A= (-1)2 —4(-2)(-1)=1-8=-7<0
donc —2x% — x — 1 = 0 n’a pas de solution réelle.

L’équation —2x3 + x2 + 1 = 0 admet pour ungiue solution réelle : 1.

4. Justifier qu’il existe un seul point E de C en lequel la tangente a C passe par l'origine
du repére. Préciser les coordonnées de E, le placer sur la figure et tracer la tangente a
CenE.

L’abscisse d’un tel point vérifie (d’aprés 2.) : —2x3 + x2 + 1 = 0, or (d’aprés 3.) cette
équation admet pour unique solution 1, donc:a = 1.

Par conséquent il existe un seul point de C répondant a la question, point d’abscisse 1.
En notant E ce pointona: xy = 1.

E€C,yg=f(xg),orfxg)=f(D) =13 -1)?-4(D)+1=1-1—-4+1=-3.
Finalement: E(1; —3).

La tangente T, admet pour équation y = ax avec yg = axg c’est-a-dire: —3 = a X 1,
soit « = —3; la droite T, admet pour équation réduite y = —3x.

Ay
- z

O 1




Exercice 3
La suite (u,,) est définie par uy = 1 et pour tout n entier naturel :

15
a1 = 2
1. Calculer u, et u, : la suite (u,,) est-elle arithmétique, géométrique, ni I’'un ni 'autre ?
15 15 15
Mtz 1+2 3

15 B 15 _15
e 2 5+2 7

On a d’une part:

CE_1—4et _ 15 5_15 35 20
Uy — Uy = =detu; —uy =~ =5 -T=-%
On constate que u; — uy # u, — uy donc (u,) n’est pas arithmétique.

D’autre part,ona:

15
u; 5 u, 7 15 1 15x1 5x3x1 3
—=—=5¢t —=—L-—-=—XxX—= = = —
u, 1 Uy 5 7 5 7X%X5 7 X5 7
Uuq Uy P 4
On constate que o * o donc (u,) n’est pas géométrique.
0 1
2. Pour tout n entier naturel on pose :
u, —3
v, =
" u,+5

a. Calculons v :

up—3 1-3 -2 1

O +5 1+5 6 3

Montrons que la suite (v,,) est géométrique et précisons sa raison.
Soitn € N,ona:

15 _3 15 3(u, +2) 15  3u,+6
" Upp1—3  u, 42 U t+2 Uy +2  up,+2 u,+2
" up+5 0 15 o 15 +5(un+2)_ 15 Suy + 10
U, + 2 U, + 2 Uy + 2 U, +2 up+2
15 - (Bu, + 6) —3u, +9
_ U, +2 Uyt 2 __3u'n‘|'9>< Up + 2 __S(un_g)
15+ (5u, +10)  Su, +25 0w, +2 " 5u,+25 5(u, +5)
Uy +2 U, +2
_—BXun—B_ 3
-5 "u,+5 5'n
3 3
Pourtoutn € N, v, = — sVn et (— E) est une constante donc la suite (v,,) est

3
géométrique de raison (— 5 )-



b. Exprimer v,, en fonction de n.

1 3
SoitnEN,ona:vn=v0Xq”(cours),orvo=—§etq=—gdonc:
(=Y
n =73 5
pourtout n € N, v, = —2x (—2)
ourtoutn e Ny, = —=X|—=]| .
n 3 5
. . 3+5v, . .
3. Soit n € N, (admis) v,, # 1, montrer que : u,, = 1y’ exprimer u, en fonction de n.
()
Soitn € N, en admettant que u,, # —5 et v,, # 1, on a les équivalences:
u, — 3
vn=un+5<:>vn(un+5)=un—3<:>vnun+5vn=un—3
n
-3 — 5y,
su,(v,—-1)=-3-5v, 0ou,=—"-"F
v, — 1
1 3\" 5 3\"
3+ 5v, 3+5(—§><(—§) ) 3-3%(-3)
SUu,=—7U, = Su, =
n 1_vn n _1X(_§)Tl_1 n 1+1X(_§)Tl
3 5 3 5
Dongc, pour toutn € N,ona:
-3y
— 3 5
tn 1_/ 3\
1+3%(-3)
BONUS
Une unité de distance est choisie, démontrer que :
«U L vsietseulementsi || U + V| = ||[u— V| »
On a les équivalences :
I+l =llu-vlleld+dl*=d-79|* e @+9)? = {-v)°
SUWH2U-V+V=U*-2U - V+V?*©2U-V=-21U-D
S4Uu-v=00Uu-v=0Ulv
Onadoncbien:u LV & ||[u+ 9| = ||u—"7|.

Autre méthode

!

. , . , (X L (x Lo of(x+Xx
On munit le plan d’un repere orthonormé, ona:u( )etv( ,), donc:u+v( ,) et
y y y+y

= S[(X — x, . , S I} 1}
Uu—v (y B y')' Le repére étant orthonormé : u - v = xx" + yy'.
Rappelons que, dans un repére orthonormé, si ﬁ();) alors ||ﬁ|| = VX% +7Y?2.
Avec ces notations on a les équivalences :

lB+3l=lli-3lleJa+x)2+G+y)2=Jx—x)2+ (y—y)?

2 2
o (Va+x7+o+y72) =(Va-x)2+ G -y)?)
Sh+x)++y)=C-x)V+G-y)

S x>+ 2xx' +x?+y*+2yy +y'? =x% = 2xx" + x"? + y% = 2yy’ + y'?

S 2xx' + 2yy' = =2xx' = 2yy' © 2xx" + 2xx" + 2yy' + 2yy' =0
Sdxx'+4yy' =00 4(xx'+yy ) =0 xx'+yy =00 u-v=0uUlv




